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Die allgemeine Theorie der ßerührungstransformationen 
und Funktionengruppen wurde von Lie in den Jahren 1 870 bis 

1872 begründet. Eine ausführliche Darstellung und Begründung 
dieser Untersuchungen legte er der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania im März und Juni 1873 vor. Unter 
den vielen Vorläufern dieser Theorie, deren Anfänge sowohl 
iu der Geometrie bei Euler, Lagrange, Legendre und Plücker 
als auch in der Analysis bei Ampere und in dei- angewandten 
Mathematik bei Huyghens zu suchen sind, nehmen Poisson 
und Lagrange, sowie Hamilton und Jakobi in ihren Unter- 
suchungen über Störungstheoi'ie eine hervorragende Stelle 
ein. Die ganze Theorie der Störungen lässt sich in der 
That als ein Abschnitt aus der allgemeinen Theorie der Be- 
rührungstransformationen betrachten. Diese Auffassung tritt 
in Lies Arbeiten aus den Monaten März und Juni des Jahres 

1873 deutlich hervor, wenn sie auch nicht im einzelnen durch- 
geführt wird. Der Aufgabe, den Zusammenhang zwischen 
dem Störungsproblem und der Theorie der Berührungstrans- 
formationen, der von Lies Standpunkt aus ohne weiteres klar 
ist, eingehend und explicite durch analytische Betrachtungen 
darzuthun, hat sich Lie im Jahre 1876 im norwegischen 
Archiv in der Abhandlung ^Die Störungstheorie und die Be- 
rührungstransformationen" unterzogen. Nach Lie stellen näm- 
lich die Gleichungen 

eine infinitesimale ßerührungstransformation dar, und es 
handelt sich bei der Lösung des Störungsproblems nur darum, 
die allgemeinste Transformation zu bestimmen, vermöge deren 
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sämtliche infinitesimale Berührungstransformationen in infini- 
tesimale Berührungstransformationen übergeführt werden oder, 
was dasselbe sagt, die unendliche Gruppe aller verkürzten 
Berührungstransformationen invariant bleibt. Dass einer jeden 
Berührungstransformation diese Eigenschaft zukommt, ist un- 
mittelbar evident. Das Störungsproblem hat somit seine Er- 
ledigung gefunden, indem es dem allgemeinen Problem der 
Bestimmung aller endlichen verkürzten Berührungstrans- 
formationen untergeordnet ist. 

Im November 1873 und im darauffolgenden Jahre legte 
nun Schering der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
zwei Abhandlungen vor, in denen er sich mit der Trans- 
formationstheorie der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen 
beschäftigt. Sie sind betitelt: „Hamilton- Jakobische Theorie 
für Kräfte, deren Mass von der Bewegung der Körper ab- 
hängt" und „Verallgemeinerung der Poisson - Jakobischen 
Störungsformeln". Scherings Arbeiten haben mannigfache 
Berührungspunkte mit den älteren Arbeiten Lies. Da dieser 
Zusammenhang bei Schering nicht hervortritt und überdies 
Scherings Entwicklungen wesentlich an Durchsicht gewinnen, 
wenn die Begriffe Berührungstransformation und Funktionen- 
gruppe eingeführt werden, wollen wir in dieser Arbeit diesen 
Zusammenhang darlegen und zeigen, wie die Probleme, mit 
deren Lösung Schering sich befasst, vermittels der Theorie 
der Berührungstransformationen und Funktionengruppen ihre 
angemessene Behandlung finden. Wir werden uns dabei im 
Laufe dieser Arbeit überzeugen können, dass die Trans- 
formationen, deren sich Schering in seinen Abhandlungen be- 
dient, nicht die allgemeinsten Transformationen sind, die den 
kanonischen Charakter des Systems dynamischer Differential- 
gleichungen bewahren, sondern der unendlichen Gruppe aller 
verkürzten Berührungstransformationen angehören. ^ 

Lie sagt, dass eine Transformation 

Z' = Z (Z, X, . . . Xn , Pi . . . Pn ), X'i = Xi (z, Xj . . . Xn , P, . . . Pn ), 
p'i =Pi (z,Xi ...Xn,Pi...Pii) 

in den Veränderlichen z, x, . . . Xn , p, . . . Pn eine Berührungs- 
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trausformaliou ist, wenn eine ßediiiguugsgleichuug von der 
Form 

n n_ 

dZ — > Pi.dXi=(>(dz— )i pidXj) 
~'i 1 

besteht. Er betrachtet insbesondere den Fall, dass die 
Funktionen X, . . . Xn • P, . . . Pn nur von x, . . . Xn , Pi . . . Pn ab- 
hängen, während Z die Form z -{- Si (x^ . , , Xn , V\ -- > Vn) hat. 
Alsdann nimmt die obige Bedingungsgleichung die Gestalt 

_ n n 

>i Pi.dXi— di2 = >j Pi dXi 
1 i~ 

an, und die Gleichungen 

X'i = Xi (X, . . . Xn , P, . . . Pn), P'i = Pi (X, . . . Xn, P, . . . Pn ) 

bestimmen eine verkürzte Berührungstransformation 



Erster Teil. 

Transformationstheorie der Hamiltonschen 

o 1 • i, dqi öH dpi öH 

Bewegungsgleichungen: -^y = gp- , -^ ^. 

In dem ersten Teil dieser Arbeit werden wir die Trans- 
formationstheorie der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen 

dqi__ ÖH dpi ^ ÖH 
dt ~" öpi ' dt öqV 

wo H eine beliebige Funktion der Zeit t und der von ein- 
ander unabhängigen Veränderlichen Qi . . . qn , Pi • . . Pn bedeutet, 
entwickeln, um sodanu zu zeigen, dass die Transformationen, 
deren sich Schering in seiner Abhandlung: „Hamilton- Jakobi- 
sche Theorie für Kräfte, deren Mass von der Bewegung der 
Körper abhängt'' bedient, eine besondere Klasse von Be- 
rührungstransformationen darstellen, bei denen die 2n Ver- 
änderlichen q, . . . q«, Pj . . . Pn für sich allein transformiert 
werden. Hierbei sei es uns verstattet, von der Form, in 
der Schering seine Untersuchungen anstellt und die erhaltenen 
Resultate ausspricht, nicht unwesentlich abzuweichen und 
dieselbe in der gebräuchlicheren Weise darzubieten. 
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Erstes Kapitel. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung. 

Schering bestätigt in seiner ersten Abhandlung, dass 
das Gauss'sche Prinzip des kleinsten Zwanges genügt, um 
in einem ^«-fach ausgedehnten Räume, dessen Bogenelement 
durch die v-te Wurzel eines nicht reducierbaren homogenen 
Ausdrucks t^-ten Grades der Differentiale der /n Koordinaten, 
nämlich durch 



(A) cls = |/ £xtj...h^dxi,,...dXb^ = KS 

hi...hv 

dargestellt wird, die Bewegung eines beliebigen Massensystems 
zu bestimmen, sobald man nur die Bewegung eines einzelnen 
freien Massenpunktes kennt oder die zur Kenntnis derselben 
führenden notwendigen und hinreichenden Voraussetzungen 
macht. Diese Voraussetzungen sind die beiden folgenden: 

„Ein einzelnes, frei bewegliches Massenteilchen, auf wel- 
ches keine Kraft wirkt, bewegt sich in einer kürzesten Linie 
des Eaumes mit unveränderlicher Geschwindigkeit und be- 
schreibt in gleichen Zeitabschnitten gleich grosse Wegstrecken." 

flEin einzelnes, frei bewegliches Massenteilchen m, welches 

augenblicklich in Ruhe ist, aber unter der Einwirkung einer 

Kraft R steht, beginnt eine Bewegung in der Richtung der 

R 
Kraft R mit der Beschleunigung -, wird also in jener Rich- 

1 R 
tung während des nächsten Zeitelements dt den Weg ^^ - dt^ 

® 2 m 

zurücklegen/ 

Geht man von diesen Voraussetzungen aus, so lässt sich, 
wie bereits erwähnt worden, die Bewegung eines beliebigen 
Massensystems ermitteln, wenn man das von Gauss aufge- 
stellte Prinzip des kleinsten Zwanges zu Hülfe nimmt. Das- 
selbe lautet in der Form, wie es Schering ausspricht: 

„Die Bewegung eines Systems materieller, auf was immer 
für eine Art unter sich verknüpfter Punkte, deren Bewe- 
gungen zugleich an was immer für äussere Beschränkungen 
gebunden sind, geschieht in jedem Augenblicke in möglichst 
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grösster Übereinstimmung mit der freien Bewegung, oder 
unter möglichst kleinstem Zwange, indem man als Mass des 
Zwanges, den das ganze System in jedem Zeitteilchen er- 
leidet, die Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ab- 
lenkung jedes Punktes von seiner freien Bewegung in seine 
Masse betrachtet." 

Auf dieses Prinzip und die beiden obigen Voraussetz- 
ungen stützt sich nun Schering, um die Bewegungsgleichungen 
eines Systems von Massenpunkten abzuleiten. Er findet, dass 
in einem /t<-fach ausgedehnten Räume mit dem Längenelement 

(A) der Ausdruck 

(B) —Ym (- (J 2 - d2)) — ^Ri (Jn d t»' , 

m ' i 

WO 2) = >_ Xh, . . . h^ ^Xh, dxhg . . . dxh^ 

hi...lv 

ist, ferner Ri die wirkenden Kräfte und ^ri die von den 
Massenteilchen in der Richtung dieser Kräfte ausgeführten 
sogenannten virtuellen Bewegungen bedeuten, für eine stetige 
Bewegung der Massenteilchen nie negativ werden darf, dass 
der Ausdruck (B) demnach verschwinden muss, sobald auf 
Grund der für die Bewegung gegebenen Bedingungen zu jiBder 
möglichen Bewegung auch die in entgegengesetztem Sinne 



möglich ist. 


Bezeichnet man 


sodann alle Koordinaten 


xf.. 




der Massenteilchen mi der Reihe nach mit li 


,k..- 


und setzt 


(C) 
wo 


> mi > Xh, 
i hi...h. 


dxU> 


vT, 







ist und T die von Leibnitz für den Fall v = 2 so benannte 
lebendige Kraft bedeutet, so erhält man als Grundgleichung 
der Bewegung 

wenn bei der partiellen ö-Differentiation die Grössen lk und 
$'k-=-^ als von einander unabhängig betrachtet werden 
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und die Summation nach k über alle Koordinaten aller 
Massenteilchen ausgedehnt zu denken ist. Lagrange hat 
nun zuerst bemerkt, dass für die meisten Naturkräfte 
y Ri ^ri die totale Variation einer P'unktion ist, die allein 

von den Koordinaten der Massenpunkte abhängig ist. Gauss 
dagegen hat als der erste auch Kräfte in seine Betrach- 
tungen gezogen, deren Mass nicht nur von der Lage, sondern 
auch von dem jeweiligen Bewegungszustande der Massen- 
teilchen abhängt. Wir werden nun mit Schering voraussetzen, 
diese Abhängigkeit sei eine solche , dass y Ri ^ri die Dif- 

ferenz einer totalen Variation und eines totalen Differential- 
quotienten nach der Zeit werde, und zwar sei die totale 
Variation 

= <JV 
und die Derivierte nach der Zeit 

wobei wir V als Kräftefunktion bezeichnen. Im Folgenden 
werden wir uns aber nur auf den Fall beschränken, wo die 
Kräftefunktion V keine höheren Derivierten als die ersten 
l'k enthält. Es ist dann 

und die Fundamentalgleichung der Bewegung stellt sich in 
der Form 

dar. Hier lässt sich ohne Schwierigkeit zeigen, dass der 

Ausdruck "> \-~r- —^^^ stets denselben Wert beibehält, 

-k ^ I k 

welche feste oder bewegliche, von einander abhängige oder 
unabhängige Koordinaten lk auch zu Grunde gelegt werden 
mögen. Führen wir also in die Gleichung (1) solche neue, 
von einander unabhängige Variable qi . . . qn ein , dass die 
h als Funktionen von t, qj . . . qn auftreten, und setzen wir 
mit Lagrange 
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(2) HT + V)_p^ 

so nimmt die Fundamentalgleichung der Bewegung (1) die 
folgende Form an: 



Zweites Kapitel. 

Die Bewegungsgleichungen in der 
Hamiltonschen Form. 

Wir haben oben die partielle Differentiation nach den 
Veränderlichen t, q, . . . qn, q'j . • • Q'n ^^ ^ bezeichnet. Wir 
eliminieren jetzt aus (3) vermöge der Gleichungen (2) die 
Grössen q', . • • ^'n und deuten dann die nach den Variablen 
t, qj . . . qn, Pi . . . Pn genommene partielle Differentiation mit 
ö an. Es erhebt sich sodann die Frage, wie sich die Diffe- 
rentialgleichung (3) der Bewegung nach dieser Substitution 
umgestaltet. Untersuchen wir dies im Folgenden. Es ist, 
wenn man T -|- V als Funktion von t, q^ . . . qn, Pi . . . pn 
ansieht, 

Andererseits ist aber 

Demnach ergiebt sich 

Ö(T+V) _ ft(T+V) ■ \J- W(T+V) Öq'^ 

öt «t """^ ''q'i öt 

«jT-j-^ " 8q', 
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6(T+V)_V° ^(T+V) 6q-i fy(T+V) _v^ öq^ , dp. 
Öq. \ «q'i Öqy "T" «qv ^^ 1' Öq^ '^ dt' 

8(T+V)_.;;-° ^(T+V) 6q'i _V° ^ 

Öpv 4 rtq'i Öpv /j P'öp/ 

Setzt man hierauf 

(4) H = -(T + V) + >piq'i 

1 

und führt vermöge (4) anstelle von (T + V) die Funktion H 
in die drei obigen Gleichungen ein, so gelangt man zu den 
folgenden Gleichungen 

öpi ~^^ ~ dt ' 

Öqi P* dt ^qi ' 

8H_ dH_ f^(T+V) 

öt dt f^t ' 

von denen die letztere eine Folge der 2n vorhergehenden 
Differentialgleichungen ist. Somit haben wir die neue und 
wichtige Form der Bewegungsgleichungen gefunden, wie sie 
Hamilton unter specielleren Voraussetzungen als jene, die 
hier zu Grunde liegen, zum ersten Male aufgestellt hat.*) 
Dieselben sind also 

.- . dqi^ _ öE^ dpi_ öH^ 

^^ "dT ~ 8p7' "dF - öqT' 

(i = 1 . . . n) 

WO die von Jakobi so benannte Hamiltonsche Funktion H von 
den Grössen t, qi...qn, Pi-.Pn abhängt. 

Die Funktion H erhält eine einfachere Gestalt, sobald 
die Veränderlichen qi...qn im Eaume feste Koordinaten be- 
deuten. Alsdann wird nämlich T eine homogene Funktion 
i'-ten Grades von q'i . . . q'n , und nach dem Eulerschen Satze 
über homogene Funktionen besteht die Relation 



öT 



>a'il'— T. 



*) Second Essay on a General Method in Dynamics. By William 
Rowan Hamilton. Philosophical Transactions of the Royal Society of 
London. For the year MDCCCXXXV. 
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Enthält überdies die Kräftefunktion V die Variablen 
q'i . . . q'n nicht, so wird nach den Definitionsgleichungen (2) des 
ersten Kapitels auch 

n 

)i q', pi=„T, 
1 

und man bekommt 

H = (i' — 1)T — V, 

was sich für den Fall i' = 2 auf 

H = T — V 

reduciert. Hängt endlich V von der Zeit t nicht noch ex- 
plicite ab, so wird 

dH 

dr=*^ 

und also H ein Integral der Bewegungsgleichungen (5) des 
mechanischen Problems, nämlich das Integral der lebendigen 
Kraft. 

Drittes Kapitel. 

Scherings Substitutionstheorie. 

Wie aus den Bewegungsgleichungen (3) auf Seite 9 er- 
sichtlich ist, ist die Funktion T + V ursprünglich als Funktion 
von t, qi . . . qn 5 q'i • . • <l'n gegeben. Auf dies.e Funktion führt 
Schering eine allgemeine Differentiation aus, die er mit D be- 
zeichnet. Es ist dann unmittelbar 

Berücksichtigt man die Definitionsgleichungen (2) und 
die Differentialgleichungen (3) des mechanischen Problems und 
bedenkt, dass die Differentiationen D und d als von einander 
unabhängig angesehen werden und daher in ihrer Reihenfolge 
vertauschbar sind, so erhält man die Beziehung 
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(6) D (T + V) = ^-^ (T + V - ß_Vi q'i ) Dt + ^>'i Dqj 
+ 2rp,Dq'i. 

1 

Subtrahiert man von beiden Seiten dieser Gleichung die 
Identität 

D>IPi ^'i =>L^'i DPi +>]Pi Da'i 

1 1 1 

und schreibt wieder 

(4) . _(T + V)+>r;piq'i=H 

1 
und endlich zur Abküraung 

dH 



dT = ^'' 



so bekommt man 



(7) DH = H'Dt + >_ q'i Dp, - >^ p', Dq » , 

1 1 

woraus sich, da die Veränderlichen qi . . . qn als von einander 

unabhängig vorausgesetzt wurden, die Gleichungen Hamiltons 

(dqi 8H dpi _ 8H 



(5) 



dt öpi ' dt öqi ' 

(i = 1 . . . n) 

dH 8H 



dt ~" öt 

ergeben. Schering fährt nun fort — und so wenden wir uns zu 
seiner Substitutionstheorie — , Systeme von zusammengehörigen 
Veränderlichen zu bestimmen, die durch Einführung in die 
ßewegungsgleichungen die kanonische Form derselben be- 
wahren. Die Gleichung, die die Variablen qi...qn> Pi-.Pn 
als kanonische charakterisierte, war die Gleichung (6), die 
auch folgendermassen geschrieben werden kann 

D(T + V)=i[^(T + V->fp,q'i)Dt4->^PiDqiJ. 

Sollen nun irgend welche neue Veränderliche die kano- 
nische Gestalt der ßewegungsgleichungen unberührt lassen, 
so kann man die Bedingung dafür oflfenbar erreichen, wenn 
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man in der vorstehenden Gleichung für die Funktion T + V 
eine andere, etwa T + V — S' petzt. Wir thuen dies und 
erhalten somit 

D(T + V-SO=-jJ(T + V-S'->i (Pii^'i)Dt 

-\-y n Di^i 1, 

wenn die neuen Variablen ^i . . . ^n , <ri • • • ^n sind. Nach 
Substraktion dieser Gleichung von der vorhergehenden ergiebt 
sich 

DS' = ;^ (S' + ^gPi ^'i — >[pi q'i )Dt->r<ri Dm 
^ * L 1 1 1 



n 



] 



+ >i Pi Dqi 

i' 

Schering schliesst — und diese Folgerung ist von Wichtig- 
keit — , dass S' gleich sein muss einem vollständigen nach 
der Zeit t genommenen Differentialquotienten einer Funktion S, 
wenn diese Substitutionsgleichung unabhängig von der be- 
sonderen Form der Gleichungen eines bestimmten mechanischen 
Problems gelten soll. Hieraus ersieht man, dass die Trans- 
formationen, mit denen sich Schering beschäftigt, nicht die 
allgemeinsten sind, die das vorgelegte kanonische System der 
Bewegungsgleichungen in ein ähnliches überführen ; und man 
kann jetzt schon ohne Bedenken behaupten, dass Scherings 
Transformationen sich vollständig mit einer speciellen Klasse 
der Lieschen Berührungstransfovmationen decken. Die Be- 
stätigung hieifür werden wir weiter unten im fünften Kapitel 
geben. Setzen wir daher mit Schering 

^^dT' 
so gelangen wir zur folgenden Substitutionsgleichung 

n n 

(8) DS = — EDt + >i piDqi-> yiDipi, 

1 " 1 . 

worin 

/m T7 \! dqi V - di^i dS 

(9) ^^=>iP'-dt— >;'^' dt -d^ 
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ist. Hier gentigt aber die Gleichung (8), um die neuen Ver- 
änderlichen als ein kanonisches System zu kennzeichnen, da 
die Gleichung (9) aus (8) als ein specieller Fall der D-Diffe- 
rentiation hervorgeht- Führen wir in die Gleichung (8) die 
Hamiltonsche Funktion H ein, so nimmt dieselbe eine neue 
Gestalt an, nämlich 

n n 

D (H — E) = (H' — E') D t + >-i^'i D^i — >i^ ^'i D^i , 

1 1 

worin E = ^ ist. 
dt 

Betrachtet man sodann H — E als Funktion von t, 
'^i'"'*Pnf ^i...^n und bezeichnet, wie wir es in Zukunft 
immer halten werden, die partiellen Ableitungen nach diesen 
Grössen mit ^, so werden die Bewegungsgleichungen (5) in 
die folgenden 

ä^Pi^ßjR-E) Am ^ ^(H->E) ^.^^ ^^ 
dt ^(pi ' dt ^^i ' ' 

d(H — E)^ i^(H — E) 
dt ^t 

transformiert. Hierauf sucht Schering die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür, dass die durch die Sub- 
stitutionsgleichungen eingeführten Veränderlichen ^i...i^ii, 
qpi . . . gPn auch ein System von kanonischen Variablen bilden, 
in einer den von Lagrange und Poisson gefundenen Störungs- 
formeln entsprechenden Form darzustellen. Er verfährt in 
folgender Weise. Es ist nach (8) 

(8) DS = ^i PiDqi— >i (fiDxpi—EBt 

und, wenn das Zeichen ^ eine von der D-Differentiation 
unabliängige Differentiation vertritt, ebenso 

n n 

z/S = )^i l^i Jq^i — yi (fi^'ipi —EJt 
__ __ 

Führt man nun auf die beiden Seiten der Gleichung (8) 
die J - Differentiation und auf die beiden Seiten der letzten 
Gleichung die D-Differentiation aus und subtrahiert dann die 
beiden so erhaltenen Gleichungen von einander , so. folgt die 
Relation 
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n n 

(Jl) >i (Dqi.^pi -^qi.Dpi)=-y(DiPi.^gPi -^t^j .D<^i) 
1 " 1 

4-Dt.^E — ^t.DE, 

die die Bedingung in sich schliesst, dass die Grössen v^i . . . v^n, 
gpi . . . gPn kanonische Veränderliche sind. Indem Schering 
überdies nachweist, dass die Bedingung (11) auch hinreichend 
ist, um den Variablen v^i . . . v^n , ^i . • • flPn den Charakter von 
kanonischen Veränderlichen zu geben, kann er, nachdem er 
noch den Ausdruck Dqi.^^pi — ^qi.Dpi eine Differential- 
determinante von dem Funktionenpaar qi und pi genannt, den 
folgenden Satz aussprechen: 

„Bilden die qi . . . qn und pi . . . Pn ein System kanonischer 
Veränderlicher, so ist, damit die durch die vorgegebenen Sub- 
stitutionsgleichungen eingeführten Grössen ^ i . . . ^n und 
91 . . . gPn allgemein auch ein System kanonischer Veränder- 
licher bilden, notwendig und hinreichend, dass die Summe der 
allgemeinen zweigliedrigen Differentialdeterminanten von allen 
zusammengehörigen Paaren q* und p« sich von der ebenso 
aus rpi und (pi gebildeten Summe nur um die zweigliedrige 
Differentialdeterminante von der Veränderlichen t und irgend 
einer Funktion E unterscheidet." 

In diesem Satze ist das Hauptergebnis der ersten Ab- 
handlung Scherings enthalten. Aus dem wichtigen Resultate 
nun, welches der obige Satz darbietet, leitet dann Schering 
durch geeignete Specialisierung der D- und -^-Differentiale 
die Störungsformeln von Lagrange, Poisson, Hamilton und 
Jakobi ab. So findet er die Jakobischen Formeln, indem er 
bei der D-Differentiation die Grössen t, qi...qn, Pi-.Pn alle 
bis auf eine und ebenso bei der .^-Differentiation die Va- 
riablen t, 1/^1 ... i^n , ffi'-Vn alle bis auf eine als unveränder- 
lich annimmt. Die Störungsformeln der drei übrigen Mathe- 
matiker erhält man hierauf aus der Relation (11) am einfachsten 
auf folgende Weise. Man betrachtet in dieser Relation die 
Grössen q, ...qn, Pi...Pn als Funktionen von t, ^i...i^n» 
()Pj...gPn und entwickelt unter dieser Voraussetzung die all- 
gemeinen D- und ^-Differentiale von qi . . . qn» Pi • • • Pn und E. 
Alsdann zerfällt die Gleichung (11) in die vervollständigten 
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I.agrangesclien Störungsformeln. Verbindet man diese mit 
den von Jakobi gegebenen Formeln, so entstehen die Störungs- 
formeln Poissons in ebenfalls vervollständigter Gestalt. Die 
Störungsformeln Hamiltons endlich findet man, indem m.m 
die Variablen p, . .pn,^i •••^n als Funktionen vonq^...qn, 
tp^ .. ^h und t auffasst und dann in gleicher Weise wie oben 
bei der Herleitung der Lagrangeschen Formeln die Gleichung 
(11) behandelt. Wir unl erdrücken hier die Angabe dieser 
namhaften Störungsformeln, da wir ihnen noch in einer ge- 
bräuchlicheren Darstellung der Transformationstheorie des 
kanonischen Systems (5), zu der wir uns im nächsten Kapitel 
wenden, und an der Stelle begegnen werden, wo uns der 
Nachweis beschäftigen soll, dass die Transformationen, mit 
denen Schering operiert , einer gewissen Klasse von Lieschen 
Berührungstransformationen angehören, und zwar derjenigen» 
die uns im kommenden Kapitel entgegentritt. 

Viertes Kapitel. 

Üblichere Transformationstheorie des kano- 

. , ^ , dqi ÖH dpi ÖH 

nischen System^: . :== x -' j^ - == — ^ — 
•'dt öpi dt öQi 

Es sei vorgelegt das kanonische System 

dqi ÖH dpi ÖH 

^ dt öpi dt öqi 

wo H wiederum eine beliebige Funktion der unabhängigen 

Veränderlichen t, qi . . . qn , pi . . .. Pn ist , und wir stellen uns 

die Aufgabe, die allgemeinste Transformation 

(\2)'ipi = 'ipi (t,q, ...qn,Pi...Pn),^i =gPi (t,qi...q„,Pi...Pn) 

(i = 1 . . . n) 

zu bestimmen, die gleichzeitig sämtliche Systeme der Form 
(5) in den Veränderlichen t, qi . . q« , Pi • • . Pn in Systeme der- 
selben Form zwischen den neuen Variablen t, ^i . . . ^n , 
g?i . . . gPn überführt. Suchen wir im Folgenden dieses Problem 
zu erledigen. Die Funktion H wird bei Anwendung der 
Transformation (12) in eine andere Funktion übergehen, die 
wir, um uns an die Scheringschen Bezeichnungen zu halten, 
durch H— E darstellen können, wo E noch eine unbestimmte. 
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aber im Laufe unserer Behandlung näher zu erschliessende 
Funktion ist. Die Differentialgleichungen (5) nehmen mithin 
nach Ausführung der Transformation (12) die neue Gestalt 
Av>i __ ^(H-E) d^i _ ^ (H-E) 

^^^^ irr- ^9i- '■dr-""~-¥^i;r~ '^ ^^ ' 

an. Hierbei ist H — E als Funktion von t, ipi . . . t^n , 
^1 . . « 9n anzusehen , und auf diese Grössen als unabhängige 
Veränderliche bezieht sich wie früher die partielle ^-Diffe- 
rentiation. Nun ergiebt sich 



dt öt 

^H 



H«,H)-^+>r[|ic„..o 
] 



(^i,9k) 



d^i ögPi , .-T^ Ö^i 



h - 



n 



= -^+KH) = -^+> £^(^i,V.) 






dt Öt -TV"^'."^- öt ^^- 

mit der Benutzung der gebräuchlichen Abkürzung 

(14) (F.*)-5r(»tL?t-^J'-|^). 

^Vöqu Öpu öpb öqh/ 

Überdies ist nach (13) 

dtpi ^ »(H — E) dyi »(H — E) 

dt *9)i 'dt ~^ ^v^i ' 

Demnach bekommen wir 

»(K-E) brui . ^r »R , , , ^H , J 

-^^-= öt-+>^L*^('^''^'') + ^(^'-'''>J' 

Nach unserer Fragestellung müssen aber diese Gleichungen 
bestehen, welche Gestalt auch die Funktion H haben mag. 
Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen 

(15a) (i^i,V'k) = 0,(9i,9k) = 0,(t^i,9k)==0(i tk).(^i,^i)-=lj 

(i,k = l...n) 

^ ^ öt ^gpi'öt O^ipi ' 

(i = l...n) 

2 
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wo sich die Bedingungsgleichungen (15 b) auch in der p'orm 
(15c) (E,v.,) = ^^^(E,<Pi)=^ 

(i = l...n) 

schreiben lassen. In diesen Gleichungen ist dann E als 
Funktion von t,qi...qn,Pi ..Pn zu betrachten. In den Glei- 
chungen (15 a) sind nun die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür enthalten, dass die Transforraations- 
gleichungen 
(12)t^i =V^i (t,q,...qn,Pi...Pn),gPi =^i (t,q,...qn,Pi...Pii) 

(i = l...n) 

eine kanonische Transformation repräsentieren. Denn er- 
füllen die Funktionen, i^^ . . . ^n, ^i . • . 9n die Relationen (15 a), 
so ist, damit die Transformation (12) die kanonische Form 
des Systems (5), wie auch H gestaltet sein mag, bewahrt, 
nur noch nötig, den Bedingungen (15 b) odei* den äquivalenten 
Bedingungen (15 c) zu genügen. -Dies ist in der That immer 
möglich. Es lässt sich nämlich, wenn die Transformation (12) 
die Gleichungen (15 a) befriedigt, stets eine Funktion E er- 
mitteln, die mit (15 c) verträglich ist, oder, was diese Funktion 
noch näher charakterisiert, die Gleichungen {15 c) definieren, 
wenn für die neuen Veränderlichen i/^, . . . -tpii, 9i . . . 9n die 
Beziehungen (15a) gelten, die Funktion E derart, dass die 
einfache Gestalt der Differentialgleichungen (5) erhalten 
bleibt bei Ausübung der Transformation (12). Wir werden 
dies erwiesen haben, wenn wir uns die Gleichungen (15 c) 

, , ,. „ ^ . . , 8E 8E ÖE 8E 

nach den partiellen Derivierten -^ — . . . -^ — , „ — . . . -^ — 

öq, öqn öp, öpn 

aufgelöst denken und zeigen, dass die so erhaltenen Ableitungen 
den Integrabilitätsbedingungen Genüge leisten. Die Funktion 
E wird hierauf durch Quadratur gefunden. Um zur Auflösung 
der Gleichungen (15 c) zu gelangen, verfahren wir folgender- 
massen. Führen wir in das Symbol (F,(Z>) vermöge der 
Transformation (12) die neuen Veränderlichen ^t • • » ^n, ^i . . . ^n 
ein, so bekommen wir 

\ ^F ao , ^ . &F &0 , ,n 
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Da die Variablen die Bedingungsgleichiingen (15 a) er- 
füllen, so wird einfach 

( •' ^—^Uxp^ »j ^^j ^^^ ;• 

Wir setzen nun zur Abkürzung die rechte Seite dieser 
Gleichung gleich (F,0)' und erhalten also 
(16) (P,c|>) = (F,a»)' 

vermöge (15 a), wie wir natürlich immer voraussetzen. Nun 
ist einerseits 

(E,q.)==--g-p^-, 
(k = l...n) 

andererseits aber auch nach (16) 
(E,qk) = (E,qk' = >j(— — -^^^^^ 

Für die Funktionen -r — und - — setzen wir die Werte, 

die ihnen auf Grund der Gleichungen (15b) zukommen, aus 
denen wir eben die partiellen Ableitungen von E bestimmen 
wollen. Nun ist auch 

(qk, ^j ) = (qk, ^ j )' ; (qk, 9 j ) = (qk, <Pj Y ; 

ta,^.)-^||-.(Q...,)-— 1^; 

demnach bat man die Gleichungen 

-- — — — . — — — Ol K — 1 . . . n;. 

*<Pj öpk'^ipj öpk 

Mit Berücksichtigung derselben ergiebt sich 

(E,qk)-(E,qk) =21^--8t-ö^+ örö"pT^ ''-'• •"' 
und mithin erhalten wir als Auflösung der Gleichungen (15 c) 

^ 8E 
nach . — 

öpk 

öPk ^\öt öpk dt öpk / 

2* 
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Auf gleiche Weise bekommt man 

(18) ,^A = \" ('^'L\tL^\lLl^J.),,^u..n, 

Ö qk ^ \ ö t (Hk 8 1 ö qk / 

Wir wollen das Bestehen der Integrabilitätsbedingungen 

nicht für alle Fälle hier aufzeigen, sondern zur Verificierung 

unserer Behauptung nur einen Fall herausgreifen, da die 

übrigen auf dieselbe Art ihre Erledigung finden. Es ist 

öpköq, ^L 8t öpköq, öt öpköq, 
' öpk ötöq, 8pk ötöq, J 



»5,2 . K . k2 



»5.2 



^\Tp <iPj 8 ipj 8 i/;j 8 y;j 1 
^L 8 t 8pk8q, 8 t 6pk6q, J 

. s^8 pipj 8 9^j 8yj 8^j 1 \:^r 8'^j 8yj 8^ yj 8i/;j-| 
"^^-yStLdpk 8"q, 8pk &q, J ^L8pk8t8q, 8pk8t8q, J' 
Nun haben wir oben erhalten 

_^3^=^_^tL /^qk ^ 8yj 
^<rj Bpk'^i^j 8pk" 

Ebenso erkennt man auch durch Betrachtungen, welche 
denjenigen verwandt sind, die uns zu den vorstehenden 
Gleichungen hingeleitet haben, die Richtigkeit der folgenden 
Beziehungen 

^ Pi 8 j^ ^Pt _ 8gpj 
^<Pj ~8q7'^^~ 6q, ' 
Wir können demnach schreiben 

6t^4L öPk 8q/ 8pk 8q, J /St^L^^j ^^'j ^>j ^^j J 

Mithin ist 

_8^ E__ ^r 8^j^ X^^^j 8^1^ _8l?i_l 

8pk8q, ^L 8t 8pk8q, 8t 8pk8q, J 






_8j|Pj_ 8jpj _8^SPj_ 8i^j 1 

6pk8t 8q, 8pk8t 8q, J 
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Aus (18) folgt aber auch 

ö q, ö pk ^ L ö t ö q, ö pk ö t 8 q, ö Pk J 



^ Löt öpk ö q, öt öpk ö q, J ' 
Da die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen einander 
gleich sind, folgt die Gültigkeit der Integrabilitätsbedingungen. 
Die Funktion E kann daher durch Quadratur gefunden 
werden, und zwar ist sie dann bis auf eine additiv hinzu- 
tretende willkürliche Funktion der Zeit t bestimmt, was auch 
schon deshalb einleuchtet, weil zu der Funktion H des 
Systems (5) eine beliebige Funktion von t hinzuaddiert werden 
kann, ohne dass das System (5) eine wesentliche Veränderung 
erfährt. Wir haben somit den Nachweis geführt^ 

„dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass die Transformation 

(12)t^i =tpi(t,q, ...qn,p, ...pn),<^i =<Pi (t,q,...qn,P,.-.Pn) 

(i = i...n) 

die Form des kanonischen Systems 

... dqi^öH dpi_^ ÖH 

^^ dt" Öpi'dt Öqi 

'(i = l...ii) 

bewahrt, wie auch H beschaffen sein mag, ausgedrückt werden 
durch die Relationen 

I. iV^i, tpk ) = 0, (goi, gpk ) = 0, (i/^i, ^k ) = 0(i :^ k), (V^i, ^^i ) = 1. 

(i, k = l...n) 

Nach Ausführung dieser Transformation (12) auf (5), 
geht (5) über in 

ri3^ dipi^ig^(H-E) dyi^ ig(H-E) 

^ ^ dt &(pi ' dt d"ipi 

(i = 1 . . . n) 

und E befriedigt als Funktion von t, ip, . . . v^n , qPi . • . 9n die 
Gleichungen 

riFSh^ öjPi__^JE b(fi _^E 

^ ^ dt ^9i' dt ~^i^i' 

(i = i...n) 

dagegen als Funktion von t, q, . . . qn , p, . . . Pn die folgenden 
Gleichungen 
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(15c) \^^ißl,r„,),^-^=={E,m) 

(i = i...ii) 

und ist bis auf eine willkürliche additiv hinzutretende Funktion 
von t durch eine Quadratur bestimmt." 

Nach der von Lie aufgestellten und begründeten Theorie 
der Berührungstransformationen *) ist es nun immer möglich, 
sobald die Funktionen ip, . . . t^u » ^i • • . ^n die Gleichungen I 
befriedigen , durch Quadratur eine solche Funktion Q von 
t, qi . . . qn , Pi • . . Pn zu finden, dass die Gleichungen 
z' = z-f fl(t, qi...qn,Pi...Pn), V^i =V^i (t,qi...qii,Pi...Pii), 

n =n (t, qi...qn,Pi...Pn) 
eine Berührungstransformation in den Veränderlichen 
qi • • • qn, Pi . . . Pn darstellen. Wir bezeichnen daher auch die 
verkürzte Transformation 
(12)ipi =W(t,qi...qn. Pi...Pn),<Pi =m (t,q, ...qii,Pi...Pn) 

(i = 1 . . . n) 

als Bertihrungstransformation in den Veränderlichen 
qi • • • qn, Pi . . . Pn , die überdies noch von der Zeit t abhängt. 

In den Gleichungen I, (15 b) oder (15 c) sind die Störungs- 
formeln enthalten, die Poisson**) zuerst und zwar in 
speciellerem], Sinne aufgestellt hat. 

Wir wenden uns jetzt dazu, die Bedingungen I in einer 
anderen, aber mit der ursprünglichen gleichwertigen Form 
darzustellen. Wir nehmen dabei zunächst die Gleichung (16) 
zu Hülfe. Diese lautete: 
(16) (F,0) = (F,a>)', 

wo die Funktionen F und O einerseits als Funktionen von 
t> qi ♦ • • qn, Pi • . • Pn > andererseits vermöge der Berührungs- 
transformation (12) als Funktionen von t, v^^ . . . ipn, ^j • • • ^n 
anzusehen sind. Es gelten sodann die folgenden Systeme von 
Gleichungen 

(qi, ^k ) = (qi, ^k )', (qi, ^k ) = (qi, ^k )'; ] 



; (i, k = 1 . . . n). 
(Pi, <fk ) = (Pi, ^k )', (Pi, ^k ) = (Pi, ^k )' . 



*) Sophus Lie, „Zur analytischen Theorie der Berührangstransfor- 
mationen*, Juni 1873. 

**) Poisson: .Sur la Variation des constantes arbitraires dans les 
queslions de Mecanique.* Journal de TEcole Polyt., cahier XV. t. VIII. 
Paris 1809. 



Digitized by LjOOQIC 



23 



Diese ziehen ohne weiteres die Relationen 






Öpi ' ^<pk 
._8jpk ^Pi 



8^k 



(i, k = 1 . . . n) 



nach sich, wenn man sich der Definition des Klammersymbols 
(F,0) erinnert. Ferner ist für eine beliebige Funktion f 

8t ^t 



^ L^ ^i ö t 
Da aber nach (15 b) 

yt~~~ 



+ 



^<^i 8 



^E 



ü 



^9i ' 8t ^i^i 
ist, so geht die vorausstehende Gleichung über in die folgende 



(i9)Lf=^f+\tri 



9E *f *E ^f 



hU+(^tf- 



Setzen wir nun an Stelle von f der Reihe nach 
Pn und E, so ergeben sich die Relationen 



qi • • . On, Pi 



V^ — (E.*)-,^ — (E,pO-, 



(i=l...n) 

^E_8E 
oder mit Berücksichtigung von (16) die Gleichungen 

(i = 1 . . . n) 

#E^ÖE 
*t Öt ■ 



Da nun endlich 

(E,qi) = - 



ÖE ,„ , ÖE 
s — ,(E. pi ) = «--- 
Öpi '^ -^'^ öqt 



(1 = 1. ..n) 

ist, -SO resultieren die Beziehungen 
»q.i__ ÖE^ »pi _ 

>t ~'öpi ' *t — 
(i = i...ii) 
»E^SE 
*t ~Öf 



ÖE^ 
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Fassen wir nun alle gefundenen Relationen zusammen, 
so haben wir die neue Form 

^Pi ö^k ^Pi 8ipk ^Pi 8E 



n. 



^-^k ö^i ' ^9k öqi ' ^t " öqi ' 

^E Ö9k ^E ö^fc- ^E 8E 



^ipk 8t ' ^<pk 8t ' ^t 8t 

(i, k = 1 . . . n) 

der kanonischen Bedingungen. Diese Gleichungen II enthalten 
die von Jakobi aufgestellten Störungsformeln. Wir können 
diese Bedingungen wiederum kanonische nennen, da, wenn 
die Bedingungen II erfüllt sind, auch den kanonischen Re- 
lationen I Genüge geschieht. Dies lässt sich leicht bestätigen. 
Es ist nämlich 

N^ p^i ^qh , 8ipi ^ph 1=0 (i^: k), 
^ L 8 qh ^ -«Pk 8 ph ^ tpk J = 1 ö = H)- 
Führt man nun hierin die durch die Relationen II ge- 
gebenen Werte von — ^, -^ ein, so wird 

(^i, 9k) = 0(i:j:k), (t^i, <3Pi) = l, 
und ebenso erhält man die übrigen Bedingungsgleichungen I, 
was zu erweisen war. Bevor wir auch die im vorigen Kapitel 
angekündigte Ableitung der übrigen Störungsformeln von 
Lagrange und Hamilton geben, wollen wir über die Inte- 
gration der Hamiltonschen Differentialgleichungen das Wesent- 
liche entwickeln, das sich unmittelbar an die Transformations- 
theorie derselben anschliesst. Es wird uns da die wichtige 
Beziehung entgegentreten, welche zwischen einer gewissen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die das me- 
chanische Problem beherrscht, und den dynamischen Differential- 
gleichungen (5) besteht. Dieser Zusammenhang ist von 
Hamilton und Jakobi erkannt worden. 

Wir nehmen an, dass die Gleichungen (12) 
(20) ^i =ipi (t,qi...qn,p,...pn),9)i =gpi (t,qi...qn,Pi...Pn), 

(i = 1 . . . n) 

die eine Berührungstransformation in den Veränderlichen 
qt • • • Qn, Pi . • . Pn darstellen , nach den Veränderlichen 
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Pi . . • Pn. ^1 • . . V^n auflösbar 'sini Dass dies , wenn es noch 
nicht der Fall sein sollte, stets zu erreichen möglich ist, 
werden wir im zweiten Teile dieser Arbeit berühren. Bleiben 
wir indessen jetzt bei der eben gemachten Voraussetzung. 
Bilden wir dann den Ausdruck 

n n 

— Edt + ^Pi dqi H-^'^i *^i » 
1 1 

so behaupten wir , dass derselbe ein totales Differential d W 
ist. Den Beweis dieser Behauptung geben wir in folgender 
Weise. Diese Eigenschaft des vorgestellten Ausdrucks wird 
natürlich nicht geändert, wenn wir statt der Grössen 
q, . . . qn, ^1 . . . gpn ein anderes System unabhängiger Veränder- 
licher, etwa das System q, . . . qn, Pi • . • Pn einführen. Es würde 
dann werden 

n n ^ _n^ 

— Edt+/i Pi dqi +/* V^i d<^i =— edt+)>i Di dqi 

1 
wo ®,Di...Ün, 5ß, ...5ßn die folgende Gestalt haben; 

Soll nun unser Ausdruck ein vollständiges Differential 
sein, so müssen die Bedingungen 

ÖQk Öt ~~' Öqk ""^Löt ÖQk Öt ÖqkJ 

&(-@) 8^t_ 8E , vrf-p»! 6Vi S'^i^»i1 
öpk öt ~ Öpk~'"^i-löt öpk öt öpkJ ' 

ÖOi _90k^ v^röVj Ö»j Öyj ÖVjl Q 

Öqk Öqi ^Löqköqi ÖqkÖqiJ ' 

Ö^Oi__Öj?k_ v-r öVj Ö»j Ö»j ÖVjl^ 

ÖPk öqi- «ik i-^Ljp^ gqj Öpk öqj "' 

Öpk Öpi ^Löpköpi öpköpjJ°^ 



0, 



(i,k = x...ii) 
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stattfinden, wo 

eik = (i^^k), eii = l 
ist. Mit Berücksichtigung der Gleichungen II erkennt man 
sofort, dass obige Bedingungen in der That erfüllt sind, und 
es ist hierdurch gezeigt, dass unser Differentialausdruck ein 
totales Differential ist. Wir dürfen daher schreiben 

n n 

(21) dW = — Edt + >^Pi dqi +>i_ipi d<pi . 

"~F 1 

Bezeichnen wir die partielle Differentiation nach den 
unabhängigen Variabein qj ...qn, <Pi ...<Pn. t mit b, so können 
wir nach (21) zunächst die folgenden Störungsformeln 

bpi bpk bpi t)ipk b^i b^k 

bqk bqi ' bgpk ~ bqi ' b^k bgpi ' 

(22) \ bpi_^_bE_ bipk^ bE 
bt bqi ' bt b^ 

(i, k = 1 . . n; 

aufstellen. Dieselben haben naturgemäss grosse Ähnlichkeit 
mit tlen Hamiltonschen Störungsformeln, die wir noch in diesem 
Kapitel kennen lernen werden. Ebenso können wir aus (21) 
schliessen 

bW 

(23) 

(i = 1 . . . n) 

Es ist einleuchtend, dass die Gleichungen (24) die Auf- 
lösung der Gleichungen (20) nach den Veränderlichen 
p, . . . Pn, ^i . . . ^n repräsentieren. Umgekehrt gilt auch der 
leicht zu erweisende Satz, dass, wenn eine Funktion W von 
t, qi ...qn, ^i'"<Pn vorliegt, die Gleichungen (24) eine kano- 
nische Transformation und die aus ihnen durch Auflösung 
nach t^i . . . t^n, 9i . . . <y'n erhaltenen Gleichungen eine Berührungs- 
transformation darstellen. Es ist dabei nur erforderlich, dass 
die Funktionaldeterminante 

I b^w 

I b qi b <3Pk 
nicht identisch verschwindet. 



bt 


^J 


bW 

bqi=P" 


bW 

b^='^' 
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Wir betrachten jetzt die mit der Transformation (24) 
gleichwertige Transformation 
(20) tpi = ipi(t,qt...qn,Pi...Pn),<^i=!^i(t,q, ...qn,p, ...pn) 

(i = 1 . . . n) 

und führen sie auf die dynamischen Differentialgleichungen 

... dqi__ÖJI dpi_ bE 

^^ dt Öpi'dt Öqi 

(i = l...n) 

aus. Diese gehen dann über in die nachstehenden 
n^^ dy^i ^ ^(H-E ) d^i ^ ^(H-E ) 

^ ^ dt &m ' dt d^(f)i 

(i = 1 . . . n) 

Machen wir nun die Annahme, dass die Berührungs- 
transformation (20) so beschaffen ist, dass die Funktion 
H — E frei von tp^ . . . ipn, fl^i • • • ^n wird , so werden ip, . . . tpn, 
g)^ . . : gPn zu Konstanten, und die Integration des Systems (5) 
ist geleistet. Da H — E also von i^i . . . t/^n, ^i • . • ^n unab- 
hängig ist, dürfen wir setzen 

H — E = f(t), 
oder ausführlicher geschrieben vermöge (20) 

H(t,q,...qn.p,...Pn)-E = f(t). 

Nehmen wir noch die Gleichungen (23) und (24) zu 
Hülfe, so erhalten wir die folgende partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung 

H(t,q....qn,^...^— )+^=f(t). 

Da aber die Differentialgleichungen des mechanischen 
Problems keine Änderung erleiden, wenn man zu H eine 
beliebige Funktion der Zeit t additiv hinzufügt, so kann die 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung kürzer in der 
Form 

iOPi^ un ^W bWv , bW ^ 

(25) H(t^^i-^^b^-b^)+Tt=^ 

geschrieben werden. Die Funktion W ^^ W(t, q^ . . . qn. g^i . . . f^n ) 
ist mithin eine vollständige Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (25). Rückwärts lässt sich auch ohne Schwierig- 
keit zeigen, dass die Integration des Systems (5) durch die 
Gleichungen (24) gegeben ist, sobald man eine vollständige 
Lösung der Gleichung (25) kennt. Wir haben sonach den 
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folgenden Satz gewonnen: „Kennt man 6ine vollständige 
Lösung W(t, q, ...qn/Ai .. .</^^n) mit den n willkürlichen Kon- 
stanten 9i . . . ^n der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung 

bf . ^., bf bf \ ^ 

so sind die Integralgleichungen des Systems von Differential- 
gleichungen 

dq^^öja dpi ^ SH 

dt öpi ' dt Öqi 

(i = 1 . . . n) 
gegeben durch die Gleichungen 

bW bW 

bq7=PH^=^^' 
(i = l...n) 

WO 1^, . . . i^n weitere willkürliche Konstanten bedeuten." 

Mit diesem Satze haben wir den Zusammenhang. ausge- 
sprochen), der zwischen der Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung (25) und der Integration 
eines simultanen Systems (5) besteht.*) 
Ist nun 

u_:Eu(t,qi...qn,p, ...pn) 
ein Integral der Bewegungsgleichurigen (5), so muss 

du __8u , ^-rföu dqi , 8u_ dpi "1 
dt""öt"^^Löq7dT"+Öp^ dTJ 

nach (5) 

■ dqi ÖH dpi 5H 

^^ Tr~Öp7'"dt"° öqi 

verschwinden, also 

(26) |?4.(u,H) = 

sein. Ist v ein zweites Integral von (5), so ist auch 

|-^ + (v,H)==0. 

Nun besteht die Jakobische Identität 

((v,H),u)+((H,u),v)+((u,v).H) = 0. 



*) Jakobi. Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von A. Clebsch 
Zwanzigste Vorlesung S. 157 ff. 
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Da u und v nach Voraussetzung Integrale des Systems 
(5) sind, so folgt aus vorstehender Identität 

vermöge (5) oder 

(27) A(u,v) + ((u,v),H) = 0, 

d. h. (u, v) ist auch ein Integral der dynamischen Differential- 
gleichungen. Ist (u,v) keine blosse Funktion von u und v, 
^0 kann man durch Klammeroperationen neue Integrale finden 
und man gelangt auf diese Weise zu äiner geschlossenen 
Reihe von Integralen u,v,w..., die so beschaffen sind, dass 
sich aus ihnen durch die obige Klammeroperation keine neuen 
Integrale ableiten lassen. Die Entdeckung des in der Gleichung 
(27) enthaltenen Satzes verdanken wir Jakobi, obwohl er 
schon in den Untersuchungen Poissons implicite auftritt. Das 
innere Wesen dieses Satzes aber, den Jakobi in seiner Dynamik, 
weil man auf Grund desselben aus zwei Integralen im all- 
gemeinen durch blosses Differentiieren eine Anzahl neuer ab- 
leiten kann, als einen der „merkwürdigsten Sätze der ganzen 
Integralrechnung** bezeichnet, wurde erst erschlossen durch 
die von Lie*) aufgestellte Theorie der Funktionengruppen. 

Ist u ein Integral der Bewegungsgleichungen (5), so 
war nach (26) 

|?+(.,H,^0. 

Differentiieren wir diese Identität partiell nach t, so er- 
giebt sich 

ö^u , ,öu „. , , öH, ,, 

--.-+(ö-t,H) + (u,-g-^)=0. 

Gilt nun für das mechanische Problem (5) das Princip 
der Erhaltung der lebendigen Kraft, so enthält H die Ver- 
änderliche t nicht explicite. Wir erhalten also 

ö'u , öu 



♦) Lie , Über partielle DiiFerent.ialgleichungen 1. 0. Christiatiia, 
21. März 1873, 
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Es gilt demnach der Satz: „Ist die Funktion H frei 
von t und u ein die Zeit t enthaltendes Integral des Systems 
dqu _8JI dpi ^ 6H 
dt ÖPi ' dt öqi ' 



(ö) 



öpi ' dt 

(i=l...n) 

so ist auch öu 

8t' 
die partielle Ableitung von u nach t ein Integral der dy- 
namischen Differentialgleichungen (5)*. Schering beweist 
diesen Satz, wenn auch auf andere Weise wie hier geschehen, 
im Artikel VI seiner zweiten Abhandlung und führt daselbst 
einen Fall an, bei dem ein gewisses Integral C der Be- 
wegungsgleichungen mit seinen (2n — 1) partiellen Deri- 
vierten nach t ein vollständiges System von Integralen der 
Differentialgleichungen (5) des mechanischen Problems dar- 
stellt, wenn H, wie natürlich vorausgesetzt werden muss, 
nicht unmittelbar von t abhängt. An ebenderselben Stelle giebt 
Schering ein Beispiel, wie aus zwei gewissen Integralen A und B 
durch Klammeroperation alle übrigen (2n — 2) unabhängigen 
Integrale der Hamiltonschen Gleichungen (5) gefunden werden. 
Kehren wir jetzt zu dem Punkte zurück, den wir auf 
Seite 24 verlassen haben. Wir versprachen dort auch die 
Ableitung der übrigen bekannten Störungsformeln, derjenigen 
von Lagrange und Hamilton zu geben. Verbinden wir nämlich 
die durch I und (15 c) charakterisierten Poissonschen Störungs- 
formeln mit den daraus folgenden Jakobischen Formeln 11, 
so ergeben sich sofort die Störungsformeln von Lagrange: 



IIL 



\7P^L?L?i__ :^Pi^qi_]=0 für h^k, 
^i Vo"(ph ^^k ^ V^h ^^k J = 1 für h = k. 



~-i L^^h ^<^k ^^h ^^k J ' 



u 






»Vi yqi 



h-t 
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Um endlich die Hamiltonschen Störungsformeln zu er- 
halten, verfahren wir folgendermassen. Wir setzen voraus, 
dass es möglich sei, die Grössen Pi ...Pii,<iPi ...<iPn als Funk- 
tionen von t, q^ . . . qn , i^j . . . ipn darzustellen. Es ist dann 
leicht zu beweisen, dass 

n n 

(28) dS = — Edt + )>i Pidqi— )>i ^idipi 



ein totales Differential ist. Denn man braucht nur zu der 
Identität 

n n 

(21) dW=— Edt+>i Pidqi+ >i i^idf^i 

die Identität 



d>i ipi<^i.= — ^ V'id^i 



)>i ^idi^i 



/ 



hinzuzuaddieren, um zu (28) zu gelangen. Aus (28) folgt 
dann 



(29) 



«TS 






(1 = 1. ..n) 

wenn wir die partielle Differentiation nach den unabhängigen 
Veränderlichen t, q^ . . . qn, ip, . . . i/^n mit tf bezeichnen, oder auch 

^Pi ^Pk ^V±^ ^gpk ^qpj _^yk 

"dqi '^"W "~ ^qi '^ipk ~^V)i ' 
^Pi _ ^E ^9k _ ^E 



lY 



^qk 



^qi ' ^t %k* 

(i, k = 1 . . . n) 

Dies sind die Gleichungen, die Hamilton unter specielleren 
Annahmen aufgestellt hat. Wir deuten schliesslich in diesem 
Kapitel in aller Kürze noch an, wie man die Entwicklungen 
dieses Kapitels zur Behandlung des Störungsproblems ver- 
wenden kann. Ist ein mechanisches Problem durch die 
Gleichungen 

dqj_^Ö^ dpi ^ 5H 
dt öpi ' dt öqi 

(i = 1 . . . n) 



(5) 
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vorgelegt, wo H die Hamiltonsche Funktion mit Einschluss 
der störenden Kräfte bezeichnet, und kennt man für das un- 
gestörte Problem 

^ ^ '^t öpi '^t öqi 

die kanonischen Integrale ip, ...tpn.^i • ••^n, so dass die 
Gleichungen 

iPi^xpi (t, qi . . . qn, Pi . . . Pn ), gPi = gPi (t, q, . . . qn, Pi . . . Pn) 
eine Berührungstransformation definieren, so ist, wenn 

f(t,qi...qn,Pi...Pn) = a 
irgend eines dieser Integrale bedeutet, für das gestörte Pi'oblem 

da 
(5) a nicht mehr konstant und also ^ nicht mehr gleich Null. 

Man erhält vielmehr 

dl = 5T + (^'H) = |? + (f'E) + (f,H-E). 
Da aber f ein Integral von (30) sein soll, wird 

Demnach bekommt man 

J-«-(f.H-E). 
Überdies ist nach (16) 

(16) (F,a>) = (F,a>)', 

also auch 
^^-rfH pv_N:-r^f ^(H-E) ^(H-E)^fl 

"dt ^' ^ 4l^^j ^^j ^v^j ^^jJ 

Setzen wir nun für f der Reihe nach ipi...'«pii,9i--'9n, 
so ergeben sich die Gleichungen 
rsn dipk^ ^lH— E ) dyk^ ^(H— E ) 

^ ^ dt ^^k ' dt ^i/^k 

(k = 1 . . . n) 

als die Differentialgleichungen des Störungsproblems, wo 
H — E als Punktion von t,^, ...v^n,<^i ...^n dargestellt ge- 
dacht ist. Nach dem auf Seite 28 aufgestellten Satze ist 
die Integration des Systems (31) igleichbedeutend mit der 



Digitized by LjOOQIC 



- 33 — 

Auffindung einer vollständigen Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

wenn die Grössen <^| . . . 9n durch r-, r-, — ersetzt worden 

1^^ l^n 

sind und überdies b' die partielle Differentiation nach den 
Variabein t/^j . . . i^n und den in der vollständigen Lösung auf- 
tretenden- n willkürlichen Konstanten bedeutet. 

Fünftes Kapitel. 

Beweis, dass die Scheringschen Transforma- 
tionen Berührungstransformationen sind. 

Wir haben bereits aus den Entwicklungen Scherings, die 
wir im dritten Kapitel dieser Arbeit gegeben haben, mit 
grosser Wahrscheinlichkeit schliessen können, dass die Trans- 
formationen, die Schering in seiner Theorie verwertet, Liesche 
Berührungstransformationen sind, die von der Zeit t abhängen. 
Jetzt wollen wir die Richtigkeit dieser Vermutung bestätigen. 

Die Bedingung dafür, dass die Gleichungen 
(12) l^i == i^i (t, q, . .. qn,Pt ... Pn ), <Pi = <Pi (t, q, ... qn , p^ . .pn ) 
eine kanonische Transformation definieren, war bei Schering 
dargestellt durch die Relation 

(ll)>iTDqi.^Pi — -^qi .Dpi J=>TrDipi.^y^i — ^^iPi.D^pi 1 

+ Dt.^E — ^^t.DE. 
Wir betrachten jetzt vermöge (12) die Veränderlichen 
Qi---Qn,Pi ..Pn als Funktionen von t,ip, ...i^n.^i ...^n und 
entwickeln sodann die Gleichung (11). Wir erhalten 

+ -^-j'ihu-U^^-jq)^ I — \k|-— *L^tJ — y±. j ^, 
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oder 

l...n 



+ >k!Dt.^^..>Tr^L^Pj._^Pj.iqilj 

-4 "«-""• ?S+4 '"■^''- »^ - 4-'""^-^l' 



n u.-c^ n 



Da nun, wie wir immer vorausgesetzt haben, ^i...tpn, 
<p^ ..,<fn unabhängige Veränderliche sind, ergeben sich liieraus 
die folgenden Relationen 
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m. 



^p q^ ^ PL _ » Pl ^ <ljl _ 

^pqi *pi^ _ 'f^P^ö^qn =0 für h :|: k, 
^T L^'Ph ^^ ^ V-h ^<Pk J = 1 für h = k, 
^ P qi^ ^ Pi _ »y± lqi_1 _ 

xjPqi ^Pi _ *J)i ^Qil ^K 



•[ 



^q, ^pi 



*Pi ^qi 



:} 






) 



Diese Gleichungen sind nichts anderes als die Bedingungs- 
gleiclmngen III oder die Lagrangeschen Formeln. Es ist nun 
offenbar nach der ersten der obigen' Relationen 

^^ Uv'h ^-«Pk öqi ^tph ^ipk öqi J 
und nach der zweiten 

N^xyr^iL^Pi-^?^ __ ^Pj_ ^<ij 8yh]^ 8yjt 

^^L^tpk ^^h öqi ^ipk ^gPh öqiJ Öqi 
Subtrahieren wir beide Qleichungen von einander, so 
ergiebt sich 

\ypPj \^pqj 8^h I ^qj öyh 
-i-U^k -^W^h öqi ""^^h öqi 

^Ui^h öqi "'"^^'^h öqi/^i/^kJ öqi ' 

Mithin erhält man 

^Pi^^_ÖjPi^ 

^W öqi * 

Auf ähnliche Weise bekommt man schliesslich die Re- 
lationen 

^qi __ ö^k ^qt öipk ^Ji _ ö E 

^V^k "" öpi '^<^k öpi ' ^t ~ öpi ' 

TT ^Pi^ Ö(/)k ^Pi ^öipk ^P2^_öE 

^1/^k öqi ' ^^k öqi ' ^t öqY' 

^E_Ö9^k ^E__ö^k ^E _ öE 
^^ ~ öt '^f/k~" öt '^t "" ö't' 

3* 
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die wir früher als Bedingungen II bezeichnet haben. Ver- 
bindet man dieselben endlich mit den vorhin abgeleiteten 
Gleichungen III, so resultieren daraus unsere ursprünglichen 
Bedingungen I und (15 c) 

I. (ti^i, v^k ) = (</'i, ^k ) = {n>i/f'k ) = 0, (t^i, ^i ) = 1, 

(15c) (E,^,j = i^,(E,9i) = ^, 

welche die Transformation 

m ='^i (t,qi...qn,P, ...Pn),^i =<^i (t,qi...qn, Pi-'-Pn) 
als Berührungstransformation definieren. Es ist somit dar- 
gethan, dass die Transformationen, deren sich Schering bei 
seiner Substitutionstheorie bedient, Berührungstransformationen 
in den Veränderlichen qj . . . qn, p, . . . Pn sind, die überdies noch 
die Zeit t in expliciter Form enthalten. 



Zweiter Teil. 

Bestimmung der kanonischen Substitution oder 

Berührungstransformation des mechanischen 

Problems durch eine gegebene unvollständige 

Reihe der eingeführten Veränderlichen. 

Dem zweiten Teil dieser Aibeit liegt die zweite Ab- 
handlung von Schering^ „Verallgemeinerung der Poisson- 
Jakobischen Störungsformeln" zu Grunde. Das Wesentliche 
aber , wie es uns scheint , oder wenigstens das, was für die 
Untersuchung über dynamische Differentialgleichungen in der 
Hamiltonschen Form von Bedeutung ist, liegt nicht in der 
von Schering gegebenen Verallgemeinerung der Poisson- 
Jakobischen Formeln, sondern vielmehr in der Lösung des in 
vorstehender Überschrift angekündigten Problems, die Schering 
überdies in derselben Abhandlung veröffentlicht hat. Wir 
werden in diesem Abschnitte unserer Arbeit zeigen, wie 
dieses Problem seine Erledigung findet, wenn man sich der 
von Lie begründeten Theorie der Funktionengruppen bedient. 
Bevor wir jedoch im Anschluss an diese wichtige Theorie 
unser Problem in Angriff nehmen, wollen wir, weil wir uns 
einmal mit der zweiten Abhandlung Scherings beschäftigen, 
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im kommenden Kapitel, wenn auch nur kurz, das berühren 
was Scherings Arbeit neben der Lösung des fraglichen 
Problems noch enthält. 

Sechstes Kapitel« 

Normale Substitution. Verallgemeinerung der 
Poisson-Jakobischen Störungs formein. 

Liegt eine Berührungstransformation 
(1) Vi =ip^ (t, qi...qn,P, ...Pn),<^i =^i (t,qi...qn,Pi...Pn) 

(i = 1 . . . n) 

vor, dßren Funktionen Vi ... V'n,^! -..^n die kanonischen Be- 
dingungen I erfüllen und die überdies die einfache Form der 
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bewahrt, so ist es 
natürlich keineswegs notwendig, dass sich die Grössen 
Pi-'-Pn, <iPi '.-^n aus den Gleichungen (1) als Funktionen von 
t, q^ . . . Qu, Vi . . . Vn darstellen lassen. Schering bemerkt aber, 
dass man eine jede kanonische Substitution oder Berührungs- 
transformation (1) durch etwaige Vertauschung der Glieder 
einzelner Paare von zusammengehörigen Grössen q^ und pk 
mit — Pk und qk in eine solche Form bringen kann, dass alle 
vorkommenden Grössen durch die unabhängigen Veränderlichen 
t,qi...qn, Vj... Vn bestimmbar sind,, ohne dass die Trans- 
formation , die aus dieser Vertauschung hervorgeht , aufhört, 
Berührungstransformation zu sein. Diese so erhaltene neue 
Form der Berührungstransformation nennt er die normale 
Form der Substitution. Wegen der vielfachen Anwendung 
des Satzes, dass jede kanonische Substitution oder Berührungs- 
transformation eine normale Form annehmen kann, beweist 
Schering den Satz „mit der geringsten Anzahl der notwendigen 
Voraussetzungen", den er folgendermassen ausspricht: „Be- 
sitzen die Funktionen if^, . . . i^n mit den unabhängigen Ver- 
änderlichen q_-n . . . q-i, qi • • qn die Eigenschaft , dass für je 
zwei der Funktionen i^^^V^^ die Summe ihrer nach je zwei 
konjugierten Elementen q^ und q_^ genommenen Funktional- 
determinanten identisch zu Null wird 
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und verschwinden nicht sämtliche n . n-gliedrige Funktional- 
determinanten, nämlich die 

8 (^1 - « ' ^n ) 

worin h, . . . hn irgend welche n Zahlen aus der Reihe + 1 . . . +n 
bedeuten, so giebt es unter diesen nicht verschwindenden 
Funktionaldeterminanten auch wenigstens eine solche, für 
welche die absoluten Werte der hi...hn alle von einander 
verschieden sind." 

Setzt man q_^ = p^ so geht die Identität (2) über in 
die folgende 

und nimmt man noch an, wie es Schering auch in seinem 
Satze thut , dass V', . . . tpn überdies unabhängige Funktionen 
von Qi ...qn, Pt ...Pn sind, so findet man den obigen Satz 
Scherings auf einfache Weise in den Betrachtungen bewiesen, 
die Lie im zweiten Bande seines Werkes über die „Theorie 
der Transformationsgruppen" auf S. 95 f. angestellt hat. 

Was endlich die Verallgemeinerung der Poisson-Jakobischen 
Störungsformeln anbetrifft, so ist diese bei Schering durch 
Relationen zwischen mehrgliedrigen Funktionaldeterminanten 
gegeben, die, an sich nichts Neues aussagend, nur eine direkte 
Folge der von Poisson und Jakobi gefundenen Formeln sind. 
Wir beschränken uns daher auf die Ableitung der verall- 
gemeinerten Jakobischen Störungsformeln und verweisen im 
übrigen auf den letzten Artikel, den Artikel VIII der zweiten 
Abhandlung Scherings. 

Wir hatten im ersten Teile dieser Arbeit die Jakobischen 
Störungsformeln als Bedingungen II bezeichnet. Sie lauteten : 

^qi ö^k ^q[i öt/^k ^qi 8E 



IL 



»fk 


Öpi '»^i, Öpi ' 


*t 


ÖPi ' 


»Vi 


Ö<iPk »Pi ötf;k 


^Pi 


ÖE 


»Vk 


Öqi '»9>i, öqi 


*t 


öqi 


^E 


8<>)k 5E ÖV'k 


^E 


ÖE 


y^k 


Öt '^^k öt 


öt ■ 




(i, k = 1 . . . n) 
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Setzt mau nun mit Schering für eine positive Zahl fi 

q-^ =— p^, p~^=q^, qo = t,Po^ — e, 

^— ^ = — ^^, ^-^ = V>fi^ % = ^1^0 = E, 
so lassen sich sämtliche Formeln II in der gemeinsamen Form 

11' ^Pi ^ _ 8^k 

^^k öqi 

schreiben, wo die Indices i und k die Werte 0, + l*.. + n 
annehmen. Wir werden mit Schering, wenn yii...yin die 
Funktionen und Xkj.-.Xk^ die unabhängigen Variabein be- 
deuten, eine Funktionaldeterminante in der abgekürzten Form 

8(ylii> ->iv) 
Ö(xlki...k^) 

darstellen. Nehmen wir alsdann die Funktionaldeterminante 

^(piii...iy) 
di^\ki...K) 

und setzen hierin für - --- die aus II' sich ergebenden Werte 



Ö<jpk 





öqi 


*pi, 


*Pi, 


^Ipk, 


»V>i, 


^Pij 


»Pi, 


*Vk, 


5ipk, 


*Piv-, 


*pi^_, 


*vk, 


*tPk, 


*Piv 


«Piv 


^Ipk, 


*^k. 



ein, so kommt 
*Pi, ^Pi, 



*Pi, 



*1Pkv 

^Pi. 



^Piv- 1 *Piv-i 



(3) 



^1pky-i *lpk, 

»Piv »Ply 
«■ipkr-i *1pkv 

Hieraus folgt sogleich 
i^(pli,...ij 



Ö^Pk, 


öy-kj 


öqi, 


öqi, 


b^i^ 


ÖVk^ 


öqij 


öqi. 


ft^Pk, 
öqiv-i 


Ö<iPkj 
öqiv-i 


Ö^k, 


8<Pkj 


öqiv 


öqiv 



Ö<iPkv 



Ö^k, 



öqi, 


öqi, 


Ö »'ky-, 


Ö»kv 


öqij 


Öqi, 


ÖVkv-i 


Ö5Pky 


■ ö qi,-, 


Öqiy-, 


Ö^Pkv-i 


Ö<Pkv 



ÖQiv 



öqiv 



<-ir 



ft(^'ki...ky) 



;9(t^ik,...ky) Ö(qlii...iy) 

Das sind die von Schering aufgestellten „verallgemeinerten^ 
Jakobischen Störungsformeln. Aus (3) ergiebt sich dann, 
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wenn die Indices i^ . . . i^^ k^ . . . k^ die ganze Reihe der Zahlen 
+ l... + n ausfüllen, die Relation 

^(^1- .. ^n,g)i . . . <Pn) Ö (q^ . . . qn, Pi . . .Pn )" 

Verbindet man diese Beziehung mit der Gleichung 

^ (qi'"<lii,Pt>>Pn) ^(V>i"'V>n,9>t'"<Pn ) ^ j 
'd'(%...ipn,9>i'''(Pn) ' ö(q, ...qn,p, ...Pn)"" ' 

in welcher der Fundamentalsatz von Jakobi über vollständige 
Funktionaldeterminanten enthalten ist, so bekommt man 

^(qi'^>aii,Pi.>.Pii) ^ 8K»»»v^D,yi*»'yn) ^^^ 

Dieser Satz rührt von Jakobi*) her. Das Vorzeichen 
endlich hat Schering im Artikel VIII seiner zweiten Ab- 
handlung bestimmt. Er findet daselbst 

ö(qi...qn,Pi...Pn) "^ 

Siebentes Kapitel. 

Bestimmung der Berührungstransformation 
des mechanischen Problems durch eine gegebene 
unvollständige Reihe der eingeführten Ver- 
änderlichen. 
Im vierten Kapitel dieser Arbeit haben wir gesehen, 
dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass die Transformation 
(1) tf;i = tpi(t,q, ...qn,Pi...pn),^i=^i(t,qi...qn,Pi...pn) 

(i = 1 . . . n) 

die einfache Form sämtlicher Systeme von Differential- 

gleichnngen 

/oN dgi JH(t,q^>..qn,Pp>.P n) dpi^ öH(t,q^ ...qn.Pt...P n) 

^^dt öpi 'dt öqi 

(i = l...n) 

bewahrt, durch die Relationen 

(i,k = l...n) 

gegeben sind. Hierbei geht das System (2) in das ähnliche 
System 

*) Jakobi, Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von A. Clebsch : 
S. 499. 
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,.. di^i_ i»(H — E ) d^i^ ^(H — E ) 

^^ dt ' ^<^i ' dt -ö^tpi 

(i = l...n) 

über, wo nun H — E als Funktion der unabhängigen Ver- 
änderlichen t, t/^, ...Vn,^i ...<^n zu betrachten ist und die 
Differentiation ^, wie wir es stets gehalten haben, auf diese 
unabhängigen Variabein sich bezieht. Was die Funktion E 
anbelangt, so haben wir bewiesen, dass sie den Gleichungen 

(4) (,4v,)-^.(E,„)-^ 

(i = 1 . . . n) 

genügt, und femer den Nachweis erbracht, dass, wenn die 
Transformation (1) die Bedingungen I erfüllt, die Funktion 
E durch Quadratur zu bestimmen ist. 

Es erhebt sieh nun die Frage: kann man, wenn nur 
eine geringere Anzahl von den (2 n + 1) Funktionen V, . . . Vn, 
^^...q>n, E vorliegt, die aber die kanonischen Bedingungen 
I und (4) befriedigt, auch dann noch immer die geringere 
Zahl dieser Funktionen zu den (2n + l) Grössen V', ...Vn, 
^, ...g)n,E so vervollständigen, dass die Transformation (1) 
eine Bertthrungstransformation oder, was hier dasselbe sagt, 
eine kanonische Substitution darstellt, die alle Systeme (2) 
in Systeme von derselben E'orm (3) überfuhrt? Schering 
weist nach, dass diese Frage zu bejahen ist. Auch wii* werden 
als letztes, was uns in dieser Arbeit beschäftigen soll, hierzu 
die Bestätigung liefern, und zwar stützen wir uns dabei auf 
die von Lie aufgestellte Theorie der kanonischen Funktionen- 
gruppen, die sich in angemessenster Weise der Behandlung 
des vorgegebenen Problems darbietet. Indem wii' auf das 
achte und neunte Kapitel im zweiten Bande der Theorie der 
Transformationsgruppen von Lie verweisen, setzen wir die 
Kenntnis der Theorie der Funktionengruppen im allgemeinen 
und derjenigen in der besonderen, so genannten kanonischen 
Form voraus. Wenden wir uns also jetzt zur Lösung unserer 
Aufgabe. 

Es sei, wie im gestellten Problem angenommen wird, 
einfe beliebige Anzahl von den (2n + l) Funktionen 
^i(t,qi...qn,P, ...Pn)...^n(t,q, ...qn,R...Pn), <3Pi(t,qi...qn, 

Pl...Pn)...^n(t,qi...qn,Pi...Pn),E(t,qj...qn,Pi...Pn), 
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die die Bedingungen 

I (^i,^k) = O,(<i^'i,^k) = 0,(i^i,^k) = 0,(ipi,<iPi) = l 

(i,k = l...n) 

und 

,4) (E..,)-»^,(E,.,)-^ 

(i = 1 . . ,n) 

befriedigt, vorgelegt. Wir unterscheiden von vornherein 
zwei Fälle, je nachdem die Funktion E unter den gegebenen 
Funktionen vorkommt oder nicht. Wir beginnen mit dem 
letzteren Fall als demjenigen, der am schnellsten durch die 
Theorie der kanonischen Funktionengruppen erledigt werden 
kann. 

Erster Fall: E ist nicht unter den gegebenen Funk^ 
tionen vorhanden. 

Von den Funktionen i^i...i^4^i ...<^n mögen beliebig 
viele vorliegen» Man kann dann immer erreichen, dass die 
gegebenen Funktionen die folgenden 

(5) !^i...^^,^, ...^^+r 

sind, wo v^O ist, oder wenigstens die übrigen Fälle v<^0 
in ganz ähnlicher Weise behandeln wie den Fall (5) v^O. 
Die Funktionen (5) befriedigen nach Voraussetzung die Be- 
dingungen I und sollen ausserdem von einander unabhängig 
sein. Lie hat aber gezeigt, dass es für die Unabhängigkeit 
der Funktionen (5), wenn sie den Bedingungen I genügen, 
notwendig und hinreichend ist, dass die Funktionen t^^ ^ ^ . . . 
V^fi + v von einander unabhängig sind. Die Funktionen 

(5) <]Pi...^^,t^, ...t^^+v 

bilden dann nach Lie eine {2f,i-\-vygliQdiige kanonische 
Funktionengruppe. Ist v nicht gleich Null, so lassen sich 
nach Lies Untersuchungen stets solche weitere Funktionen 
SP^+i • . . ^fi+v ermitteln, so dass die Funktionen 

eine (2 ^^ -|- 2 v)-gliedrige kanonische Gruppe bilden oder in 
anderen Worten unabhängige Funktionen bedeuten, die ^ie 
Relationen I erfüllen. Zu diesen Funktionen lässt sich dann, 
wie Lie weiter entwickelt, eine Funktion ip^^^yj^i und hier- 
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auf eine Funktion f/>^^,,^.i u. s. f. angeben, bis man schliess- 
lich zu 2n von einander unabhängigen Funktionen 

gelangt, die eine 2 n - gliedrige kanonische Gruppe darstellen 
oder, was dasselbe besagt, den Bedingungen I Genüge leisten. 
Da die Bedingungen I ausreichen, um die Transformation 

(1) t^i = t^i (t, Qt . . . Qn, P, . . . Pn ), <)Pi = ^i (t, Q, • . • Qn , P, • v- Pn ) 

als eine kanonische zu charakterisieren, haben wir im vierten 
Kapitel bestätigen können, dass sich die Funktion E endlich 
durch Quadratur bestimmen lässt. 

Wir haben so den ersten Fall erledigt und gehen jetzt 
zur Behandlung des zweiten über. 

Zweiter Fall: E ist unter den gegebenen Funktionen 
vorhanden. 

Es seien jetzt — auf diesen Fall dürfen wir uns be- 
schränken — die folgenden Funktionen 

(6) <Pi...<]P^,t^, ...^^+,,,E 

bekannt, die die Bedingungen I und (4) erfüllen, undt/^^^j... 
'^fi+y seien von einander unabhängig, was zur Folge hat, 
dass ^1 . . . ^^ , ^1 . . . ^^+v unabhängige Punktionen sind. In 
Lies Sprache bilden dann die Funktionen 

(5) 9l'"<Pf,,%'^'V^u + V 

eine (2 /a -f- v)-gliedrige kanonische Funktionengruppe. Lassen 
wir eine der v ausgezeichneten Funktionen V^^4-i-^^4-v, etwa 
^^4-1 weg, so erhalten wir die Gruppe 

(7) 9^1 • • • 9^^ , ^j • . • ^^ , ^^+ 2 • • • V'/. 4- V 

In der Polargruppe der Gruppe (7) kommt die Funktion 
^tt+i vor; wir können sie daher auf die Form 

(8) V'^+i— U^ , U2 . . . U2^^2u-»'+l 

bringen. Hierbei sind die Funktionen (8) die (2 n — 2f.i — v-\-l) 
unabhängigen Lösungen des (2^«+v— l)-gliedrigen vollständigen 
Systems 

(9) (9i,f) = 0,...((p^,f) = 0,(tp„f) = 0,...(t^^,f) = 0, 

(^^+2,f) = 0,...(i^^+.,f) = 0. 
Es giebt dann nach der Theorie der Funktionengruppen 
unter den Funktionen, die der Gruppe (8) angehören, sicher 
eine Funktion 
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^fi+l = F (t, Uj . . . U2n_2^t*-»'+l )) 

welche die Gleichung 

(10) (^H-i,^^+i) = l 

erfüllt. Und es ist nur noch die Frage , ob man . erreichen 
kann, dass (jp^^j auch der Gleichung 

(11) (E,^^^,)=^^ 

Genüge leistet. Dies werden wir in der That durch folgende 
Betrachtungen verificieren können. Die Funktion gp^^j soll 
also zunächst als Funktion von t, u, . . . U2,,_2^tt-v+i der Glei- 
chung (11) oder der folgenden 

2n— 2^— y+l 2n— 2^-y+l 

yr bf ^„.._yr bf öui bf 

oder der äquivalenten Relation 

2a—2fi—v+l 

genügen, wo die partielle b-Differentiation sich auf die un- 
abhängigen Grössen t, Uj . . . U2n_2^*-H-i bezieht. Soll nun die 
Differentialgleichung (12) nur solche Funktionen definieren, 
die von t, Uj . . . \i2a^2f4^v+i abhängen, so darf der Ausdruck 

[(E..,)-^] 

die Veränderlichen t, qi . . . Qn, Pi • • • Pn nur in den Verbindungen 
t, ui . . . U2n-.2/^-v+i enthalten. Dies ist wirklich der Fall. Um 
dies einzusehen, verfahren wir folgendermassen. Es ist 
nach (4) 



also wird 



"öt 



((E,n)«i) = (^^,u,) 



oder, weil (ipi ^Ui)^0 ist, auch 



((E,*OUi) = (^g^,^0- 
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Verbindet man diese Identität mit der bekannten Ja- 
kobischen, so ergiebt sich endlich 

((E,Ui)-^-^,g)k) = 0. 

Auf gleiche Weise findet man 

((E,«,)-4^.».)-0. 

Die beiden letzten Gleichungen sagen aber aus, dass die 
Funktion 

(E,».)-4f 

eine Lösung des vollständigen Systems (9) ist und somit nur 
explicite von t, u^ . . . U2ii-2;^-i;+i abhängt. Hieraus folgt, dass 
es eine Funktion von t, Ui . . . ugn-s^-n-i gißbt, die die Diffe- 
rentialgleichung (12) befriedigt. Sind v, . . . V2n-7^-y+i die 
unabhängigen Lösungen der Gleichung (12), so ist die allgemeine 
Lösung derselben 

a)(Vi...V2n-2^-H-l) 

eine beliebige Funktion von Vi...V2n-2^-v4-i. Es fragt sich 
nun nur noch, ob die Funktion O so gewählt werden kann, 
dass sie die Gleichung 

(10) (i^^+„a))=i 

oder, was dasselbe sagt, die Gleichung 

2n— g^— yfi 

|^(V^+t,Vk)« 

erfüllt, wenn d die partielle Differentiation nach den unab- 
hängigen Grössen Vj . . . V2ii-2^-y-hi bedeutet. Es ist dazu nur 
erforderlich, dass die Ausdrücke (^^+i, Vk) blosse Punktionen 
von Vj . . . V2n^2^-»'+i sind. Die Lösung Vk der Differential- 
gleichung (12) genügt nämlich offenbar der mit (12) gleich- 
wertigen Gleichung (11). Es ist daher 



(10-) > 4^(»4, ,.)_1 
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Hieraus ergiebt sich 

((E,Vk)^^+i) = (^,^^+i). 
Nach der Jakobischen Identität ist aber 

((E, vO ^^+,) + ((Vk , tp^+i) e) + ((t^^+, , E) Vk) --0 

und überdies ist nach der Voraussetzung, die wir über die 
Funktionen <^i . . . <^^ , tpj . . . t^^^.^ gemacht haben, 

also kommt nach einigen Umformungen 

(e, (Vk , V^u+l)) ^ l-l (Vk , ^a+i) , 

d. h. (Vk,t/;^+j) ist Lösung von (11) oder (12) und ist mithin 
eine Funktion von v, . . . V2n-2^-y+i ? was wir beweisen wollten. 
Durch die obigen Betrachtungen * haben wir also bewiesen, 
daös es eine Funktion <^^^i ^= <Z> giebt, welche die Gleichungen 
(10) und (11) befriedigt. Wiederholen wir die gemachten 
Überlegungen, so kommen wir zu der Einsicht, dass es weitere 
Funktionen (p^^2'"^Pfi-\-v gißl>^> so dass die Funktionen 
^j . . . ^^4-^ ^ 1^1 .. . ip^^^ eine (2/< -f- 2i')-gliedrige Funktionen- 
gruppe darstellen und sämtlich den Bedingungen 

(E,^k)=-g-^,(E,^k) = -^ 
(k = 1 . . . li+v) 

genügen. Wir können uns demnach auf den Fall beschränken, 
dass die folgenden Funktionen 

SP, ...^;i, ^i...^A, E 
vorliegen, wobei die Funktionen <^i...^;, tp, ...ip;t, E die 
Bedingungen I und (4) erfüllen. Die Polargruppe zu der 
2A-gliedrigen kanonischen Funktionengruppe sei 

Uj . . . U5^_2;t. 

Wir greifen aus dieser eine beliebige Funktion, etwa 

f(t,Uj...U2n-2A) 

heraus , dann genügt f den kanonischen Bedingungen I , und 
wir haben nur noch zu verlangen, dass f die Gleichung 



Digitized by LjOOQIC 



— 47 - 
oder die äquivalente Gleichung 

2n— 2;, 

-bt + -r F'^^^--öTJTur~° 
befriedigt. Eine solche Funktion f von t, Uj . . . Vi2a--ii lässt sich 
auch in der That angeben, da wir uns genau so wie oben 

überzeugen können, dass die Funktion 1 (E, Ui ) . j- j nur 

von t, u, . . . U2n-2X abhängt. Bezeichnen wir nun diese Funktion 
f, die die letzte Gleichung erfüllt, mit rpx^i, so können wir 
nach der früheren Methode ein <fx-\-i, dann wieder nach der 
jetzigen Methode ein ipx+2 ^^d zu diesem ein g)x^ u. s. f. 
finden, bis wir schliesslich zu einer 2n-gliedrigen kanonischen 
Funkt ionengruppe 

gelangen, deren Funktionen neben den Bedingungen 

I. (^i, ^k ) = 0, (<jpi , gpk ) = 0, (i/zi , ^k ) = 0, (ipi , n)=^i 

(i, k = 1 . . . n) 

den Relationen 

(4, (E,.,,_'^,«.,)-'a 

(j = l...n) 

genügen. 

Somit haben wir nunmehr das in diesem Teile unserer 
Arbeit gestellte Problem erledigt. Wir haben vermittelst 
der Theorie der kanonischen Funktionengruppen nachgewiesen, 
dass stets eine Berührungstransformation 

Vi =Vi (t,qi ...qn,Pl ...Pn),<^i =<Pi (t,qi ...qn,Pl ...Pn) 

(i = 1 . . . n) 

existiert, die sämtliche Systeme der Form 

^qi ^ ^H^ dpi^ _ _ ^ 
dt""8pi'dt~~ ÖQi 

(i = l...n) 

in Systeme derselben Form 

irpi _^(H-E) in __^(H— E) 
dt ü c/i 'dt" ^ Vi 

(i = 1 . . . n) 
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überführt, wenn von den Funktionen 

beliebig viele vorgelegt sind und diese den Bedingungen 

• (Vi,Vk) = 0,(9Pi,^k) = 0,(Vi,<Pk) = 0,(V'i,yi) = l, 



(E,.,)-4-p.(E,,„-^ 



Genüge leisten. 
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